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(Recu le 10 L%cembre 1983 et sousforme r&&e le 16 Auril 1984) 

RCumb-On itend la mkthode de calcul analytique bake sur la technique des transformations intigrales aux 
‘structures’ thermiques stationnaires, lineaires, reciproques oti ont lieu des &changes par conduction, 
convection et rayonnement. Le formalisme est mis en place dans le cas simple dune cellule enfermant un 
volume d’air, la conduction &ant unidirectionnelle. On montre que l’evolution thermique peut itre 
correctement d&rite a l’aide dun nombre restreint de paramttres. Des applications theoriques et pratiques 

sont developpees. 

1. INTRODUCTION 

LB METHODES de calcul utilisees actuellement pour 
determiner l’evolution thermique des bdtiments en 
regime instationnaire sont essentiellement de trois 
types : 

-Les mithodes simplifiies, trQ approchees, caracter- 

isant le bltiment I l’aide dune ou deux constantes de 
temps. 

-La methode des differences finies qui integre 
l’equation de la chaleur grace a une discrttisation de 
l’espace et du temps. 

-La methode des facteurs de pondtration qui donne 
les rtponses en quelques points grace a un produit de 
convolution des sollicitations. 11 y a autant de series 
de facteurs de pond&ration, calculees dans un 
premier temps que de couples sollicitation-reponse. 

Ces methodes, outre qu’elles sont lourdes en temps 
calcul (voir paragraphe 5.1) fournissent des resultats 
dont l’interprttation physique est delicate. 

Parmi les mithodes analytiques, la technique de la 
transformation integrale [ 1,2] utilisant des solutions 
du probleme aux valeurs propres associe, permet de 
traiter les problemes de conduction dans les milieux 
composites [3]. Nous montrons qu’elle s’applique aux 
milieux enfermant des ambiances qui sont le siege de 
convection et de rayonnement, pour peu que celui-ci 
soit lintarise. L’obtention des solutions du probleme 
aux valeurs propres pour un batiment od la conduction 
peut etre consideree comme unidirectionnelle dans les 
parois, est largement facilitbe par le formalisme des 
matrices de transfert [4,5] qui n’avait et& utilise jusqu’a 
present que dans le cas d’un simple mur. Nous 
proposons done une mtthode de calcul analytique 
applicable au bbtiment, pour lequel se pose le probleme 
du couplage par convection et rayonnement, reposant 
sur l’analyse modale. Nous donnons une autre voie trb 
performante pour obtenir des modes propres grace a 
une discritisation spatiale. La formulation matricielle 
du probleme sous forme de systeme lintaire et la 
reduction de ce systtme permettent un traitement 

numerique particulierement efficace. Nous comparons 

larapidite de simulation de cette methode avec cells des 
methodes Cvoqdes plus haut. Nous degageons aussi 
l’interbt theorique et pratique de l’analyse modale qui 
permet d’bnoncer certains risultats dans un domaine 
ou la simulation numbrique brute donne parfois lieu a 
des interpretations erronees ou non demontrables. 

2. PRESENTATION DU CAS TRAITE 

Le probleme de base que nous nous proposons de 

traiter est celui d’un bttiment compose de parois planes 
enfermant des ambiances ou se produisent des Cchanges 
par rayonnement et convection, les coefficients 
thermophysiques ttant supposes constants et homo- 
genes dans chaque tranche de chaque paroi. Cependant 
en geniralisant, la technique des transformations 
inttgrales s’applique a des ‘structures’ thermiques 
lintaires et stationnaires quelconques pour peu que les 
&changes soient reciproques. Le formalisme des 
matrices de transfert peut etre applique a des parois 
planes m&me si la conductivite n’est pas homogene dans 
chaque couche. 

Pour simplifier les notations, nous mettons en place 

les equations dans le cas simple dune cellule composee 
de n parois multicouches enfermant un volume d’air 

dont le taux de renouvellement est suppose constant. 
La cellule est soumisea un ensemble de sollicitations 

au niveau des faces des parois (convection, rayonne- 
ment solaire direct, diffus, rayonnement infra-rouge), 
sur l’air (flux de chauffage, apports gratuits) et a 
l’intirieur des parois (absorption dans les vitrages, 
plancher chauffant). 

Hypotheses de calm1 
Nous reprenons ici les hypotheses classiques d’un 

certain nombre de modeles de calcul: lintarite et 
stationnaritt ; couches homogenes ; conduction uni- 
directionnelle dans les parois; temperature d’air 
homogcne et melange instantane; parois grises a 
emission et reflexion diffuses dans le domaine du 
rayonnement solaire et celui de l’infra-rouge. On ne 
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NOMENCLATURE 

nombre de parois 
conductivite 
chaleurs massiques dune 
couche, de l’air 
capacite calorifique de lair 
tpaisseur, diffusivite, effusivite 
debit massique de 
renouvellement d’air 
production volumique de 
chaleur 
coefficients de convection 
exterieurs et interieurs 
surface de paroi 
axe orient& vers I’interieur 
temperatures sur les faces 
exterieures, interieures, aux 
interfaces, de l’air indrieur 
temperatures iquivalentes 
d’air externe, tcmp~rature de 
f’air de renouvellement 
temperature & I’instant t, 
initiale 
elements de la matrice M, 
composantes de T (M. t) 
dens la base propre 
sohicitation & I’instant t, 
unitaire, composante 
regime permanent associe a 4j 

ordre de l’estimateur reduit 
nombres de mesures, de 
so&citations, de facteurs de 
pond&ration 
nombres de multiplications et 
d’additions 
matrices symttriques de 
rayonnement linearise et de 
couplage 

M,, M,, M,o 
X,Y,S 

X,P,S 

A,B,C,D 
A,, JL Cm Q,, 

V 

J,L 

matrices de transfert 
matrices des composantes 
dans la base propres, des 
mesures, des sollicitations 
matrices des valeurs 
moyennes de Y et S entre 
Oet T 
matrices de I’estimateur 
matrices de l’estimateur 
rtduit 
matrices des couples 
sollicitation-mesure en 
regime permanent 
matrices diagonales des 
coefficients des matrices de 
transfert pour les parois et 
I’air 
matrices dun schema aux 
differences finies 
masse volumique 
valeur propre, temps 
caracttristique 
flux totaux rentrant par la 
face externe, sortant de la 
face interne, de I’air 
flux totaux equivalents 
imposts 
apports 
fonctions propres 
valeurs des fonctions 
propres 
flux associi a une fonction 
propre 
symbole de Kronecker 
reste instantane 
coefficients ou matrices 
diagonales de coefficients. 

traite pas les problemes de migration d’eau ou de p, c, k sont constants dans chaque couche. q(M, t) est le 
changement de phase. terme de production volumique. 

La methode present&e en 4.4 permet de traiter le 
cas de geometries quelconques (ponts thermiques 
nota~ent). 

3.2, Equation ldvolution de Pair 
La temperature TS de l’air est gouvernee par la 

relation : 

3. MISE EN EQUATION DU PROBLEME 

Lalinearite et la stationnariti permettent d’utiliser le 
principe de superposition et de choisir arbitrairement 
l’origine des temperatures. Nous prendrons comme 
temperature de reference la tem~rature moyenne de 
rayonnement de la cellule. T(M, t) represente l&art a 
cette temperature. 

c dT;;(t) 
0 7 + 4;;(t) = 0 

ou & represente le flux perdu par l’air (y compris par 
renouvellement). 

3.3. Conditions aux limites 

3.1. Equation de la conduction 
Dans chaque couche de chaque paroi, elle s’ecrit : 

Elles s’appliquent a chaque face de chacune des 
parois et a l’air et sont done au nombre de 2n + 1 auquel 
il faut joindre les conditions aux interfaces des tranches. 

Dans le probEme complexe des &changes a l’interieur 
de la cehule (flux solaire, ichange par rayonnement 
infra-rouge entre parois, ichange par convection avec 
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I’air), la linkariti: now est dun grand secours. Nous 
separons dun tote les termes dependant de l’etat 
(inconnu) de la cellule, et, de l’autre, les termes imposes a 
priori et calculables a partir des sollicitations 
exterieures. Les premiers caracttrisent le couplage 
entre les differents elements de la structure thermique. 

et &i le flux total sortant de la paroi p, on obtient n 
relations : 

jZ0 

3.3.1. Faces externes des parois. Le flux entrant par la 
face externe des parois resulte : 
-des tchanges par convection : h,( T, - Yp) 
-des &changes par rayonnement infra-rouge avec 

I’environnement qui, aprb linearisation, prennent la 
forme : h,( T, - Tb) 

3.3.4. Flux perdu par l’air. Le flux total recu par fair 
provient : 
-des apports 47 (flux de chauffage, apports gratuits) 
-du renouvellement d’air a la temperature T:: tic, 

(T:--T’;) 

h, est le coefficient de rayonnement linearise 
T, temperature rtsultante externe (rayonnement 
infra-rouge) 

-des Bchanges par convection avec les parois: Hi 
s, (T; - T’A). 

En notant : 

-des apports solaires directs et diffus qpv 
Le flux total c#$ pet&rant dans la paroi p s’obtient done 
par la relation : 

PO0 = f H;Sj+rhC, 
j=l 

Pop = -w;s, 

que nous noterons : et C&A le flux perdu par fair, on a la relation : 

4b@) + f&S,V-) = 4$(t) (3) 

H6 est le coefficient d’ichange par convection et 
rayonnement lintarisi. 

3.3.2. Limites entre deux couches d’une paroi. Pour 
permettre l’utilisation ulttrieure dun formalisme 
unique, les resistances thermiques seront prises en 
compte par lejeu de couches fictives trb minces, de trts 
faible inertie et conductivitt. La continuite des 
temperatures et des flux entre les couchesj et j + 1 de la 
paroi p s’ecrit : 

Tpj(",t) = Tpj+l("3t) 

3.3.5. Expression gt!n&ale des conditions d’kchange ci 
Pintdrieur de la cellule. Les echanges se produisant a 
l’inttrieur de la cellule peuvent &tre decrits par une seule 
relation matricielle : 

Q”(t) = PT”(t)-4”‘(t) (5) 

$“, T”, 9”” sont des vecteurs ayant n + 1 composantes. 
La matrice P (n+ 1, n+ 1) est symetrique a termes 

diagonaux positifs les autres &ant tous negatifs et 
vtrifie : 

k aTpj(M9 t, aTpj+l(M9 t, 

PI ax 
= k 

PJ+l 
ax . (4) 

3.3.3. Faces des parois tote inttrieur. Le flux total (w) 
recu par la paroi p au niveau de sa surface, a l’interieur 
de la cellule provient des differentes sollicitations (flux 
solaire, une partie du flux de chauffage et des apports 
gratuits) que nous regroupons sous le terme 4: et des 
&changes : 
-avec I’air inttrieur par convection : HiS,( TG - TP) 
-par rayonnement entre parois dans le domaine de 

I’infra-rouge qui, apris linearisation, s’expriment par 
la relation xy= r Rpj TJ’. 
Les termes R, qui s’obtiennent a partir de la 

methodedes radiositts [6] oude Gebhardt [7] verifient 
les relations : 

R, = R, g R, = 0 
j=l 

R,,>O et R,<Osip#j. 

En notant 

P,= -Rpj+6,H~Sp pourp>Oetj>O 

P,, = -wisp pour p > 0 

m 28:1-H 

Vpo{l,n} f: Ppj=O 

j=O 

i POj = AC,. 
j=O 

C’est la matrice de couplage entre les differents elements 
a l’inttrieur de la cellule. 

4. RESOLUTION DU PROBLEME 

Nous allons utiliser la techniquedes transformations 
integrales pour rtsoudre le probleme. I1 nous faut pour 
cela trouver dans un premier temps les solutions du 
probleme aux vaieurs propres associe. 

4.1. ProblLme aux valeurs propres 
En cherchant la solution du probleme homogene 

(celui pour lequel q(M, t) = 0, &i(t) = 0 et 4”(t) = 0) 
par la methode de separation des variables, sous la 
forme : 

T(M, t) = $(M) e-“’ 
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on debouche sur Ie probi&me aux vafeurs propres 
suivant : 

pour chaque couche de chaque paroi : 

k d2W4 - f I&(M) = 0 
dx2 

(6.1) 

evolution de l’air : 

9;; -AC&;; = 0 (6.2) 

sur les faces externes des parois : 

cp;+H&& = 0 (6.3) 

ri l’interface des couches j et j + 1 de la paroi p : 

$p&W = $pj+ x(M) 

,,‘ m = k Wpj+,(W 
‘j dx PJfl dx 

(6.4) 

&changes a I’interieur de I’enceinte : 

9” =-_ PC+?“. (6.5) 

go(M) represente le flux associi au profil de tempkrature 
t,+(M) et qu’on peut calculer par la loi de Fourier. 

L’integration de la relation (6.l)dans la paroi permet 
de donner l’expression de la temperature et du fiux sut 
la face indrieure de la paroi en fonction du flux entrant 
dans la paroi et de la temperature de L’air extkrieur 
(nulle dans Ie cas present) [8] 

Lamatrice~~dont les~i~mentssont I&,, K,L,est 
une fonction parametrique de A. Elle est le produit des 
matrices de transfert de chaque tranche M,, et de la 
matrice de transfert a l’entree de la paroi M,e 

Mp= Mp,...M,,Mpo 

oi: 

M,,=[; -y] 

et: 

M,, = 

La solution mise sous cette forme r&pond aux relations 
(6.1), (6.3) et (6.4). 

Nous avons done n couples de relations : 

Il/; = .-f,wP; 

qp1, = &@)&2. 
(7) 

Ennotant~~ = e&J,(A) = i/k,,t,(k) = l,~~quation 

(6.2) peut s’krire : 

En ajoutant la relation (6.5), l’ensemble du probleme 
aux valeurs propres se reduit aux equations matricielles 
suivantes : 

+” = J@& 

@ = L(.I)f$ 

q” = pf, 

(9) 

g’, (p”, +” sont des vecteurs a n + 1 composantes J(a) et 
I..@) matrices diagonabs. 

On dCduit Ia relation suivante : 

[PJQ) - L(d)]@ = 0 

qui n’admettra de solution non nulle que si 

(10) 

det [PJ(d)-L(1)] = 0 (111 

C’est I’kquation trans~ndante aux valeurs propres 
du systkme. Elle caracterise la cellule et les conditions 
aux limites. 

Le solutions de (11) forment we suite infinie que 
nous ordonnons par valeurs croissantes. Les valeurs 
I/& homogenes a des temps sont appelees temps 
caracteristiques. 

Dans la pratique il est exclu de donner l’expression 
analytique exacte de l’equation (11). Par contre, un 
algorithme approprii: de calcul sur microordinateur 
permet d’obtenir les premiers temps caract~ristiques 
avec une t&s bonne precision en quelques minutes pour 
une configuration arbitraire de celluIe, le probl&me 
majeur itant de ne pas oublier de racine au tours de la 
resolution. 

Dans le cas des parois multicouches, on pourra 
consulter a cet effet les references [S] et [9]. Mais il faut 
noter que le rtsultat &no&par Sturm et Liouville [lo] 
et dont on trouvera la demonstration dans [i] 
s’apphque alors : si une fonction propre s’annule n fois ii 
l’intirieur de la paroi, la valeur propre associie est celle 
de rang n + 1. Dans le cas plus general de parois 
couplees autour dun volume &air, nous ne 
connaissons pas de critere absolu pour deceler l’oubli 
dune valeur propre. Par contre, pour un profii donnk 
(un regime permanent par exemple), ii est possible de 
mesurer a posteriori l’incidence energetique de la prise 
en compte d’un ensemble incomplet de fonctions 
propres. Ceci d&passe le cadre de cet article. 

Remarque. Des conditions de tempirature peuvent 
dtre imposees sur un domaine (c’est le cas de la 
temperature &air dun local parfaitement regufe). Le 
nombre d’inconnues est reduit d’autant ainsi que la 
dimension de la matrice PJ - L. Par exemple dans le cas 
qui vient dBtre ivoque, la temperature &air T, est une 
sollicitation, I’equation (2) disparait. Le nombre 
d’equations et d’inconnues dans les relations (5), (6S), 
(9) et (10) devient alors &gal a n. 
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Fonctions propres 
Quand l’iquation (11) est verifiee, le rang de 

l’tquation (10) est rtduit dune quantite Cgale a l’ordre 
de multiplicite r de la racine 1 qui est aussi la dimension 
de l’espace vectoriel des solutions cp’. En rbinjectant les 
valeurs de qb correspondantes dans les matrices de 
transfert des parois, on obtient l’espace vectoriel ou 
sous espace propre de meme dimension (generalement 
&gale a 1) des fonctions propres 11/1 qui sont des profils de 
temperature associes aux temps caracteristiques TV. 

La relation : (J g) = sv pc(M)f(M)g(M) du Btendue 
a l’ensemble des parois et a l’air, definit un produit 
scalaire. 

On peut dtmontrer dans ce cas general ou on a 
suppose tous les Cchanges reciproques (matrice 
d’bchange symetrique, operateur autoadjoint) que la 
relation d’orthogonaliti de Sturm et Liouville [lo] visa 
vis due produit scalaire est verifiee pour les differents 
sous espaces propres; c’est-a-dire que deux fonctions 
propres tii et tij associees a des valeurs propres 
distinctes verifient la relation : 

<*i, $j> = O (12) 

Cette relation peut etre &endue a l’inttrieur des sous 
espaces propres en choisissant pour chacun d’eux une 
base orthogonale. Les fonctions propres peuvent 
igalement &tre norm&es de man&e a avoir : (IJ?~, Iclj) 
= aij, symbole de Kronecker. L’unitC des fonctions 
propres norm&es est K l/‘J l/‘. 

L’ensemble ainsi orthonome forme une base 
complete du probltme homogene : si TO(M) est le profil 
initial de temperature, la solution a l’instant t sera 
don&e par : 

avec 

T(M, t) = f xi(0)$@4) e-liri 
i=l 

xi(o) = CT07 tit>. 

(13) 

Les termes de rang tleve s’amortissent tres 
rapidement. Un profil de temperature ayant la forme 
dun mode propre se deforme par homotitie selon le 
temps caracteristique correspondant (toujours dans le 
cas du probleme homogene). 

4.2. Equations canoniques du probldme gt%Cal 
Considirons la transformation intbgrale suivante : 

?‘(li, t) = 
s 

pct& M)T(M, t) du 
” 

que nous noterons plus simplement : 

-dt) = <tii, 77. (14.1) 

La transformation reciproque permet de reconstruire le 
profil des temperatures a partir des fonctions x,(t) : 

T(A4, t) = f xi(t)$i(A4)+6(M, t). (14.2) 
i=l 

Le terme 6(M, t) de mesure nulle ((6, S) = 0) est 
introduit pour tenir compte de certaines discontinuitbs 

qui peuvent exister du fait des conditions aux limites du 
probltme. 11 est instantant. 

En injectant l’equation (14.2) dans les equations (1) a 
(5) qui regissent l’tvolution du systeme, en utilisant les 
proprietes du gradient et de la divergence, le thioreme 
de Gauss et la reciprocite des Bchanges, on arrive par un 
cheminement laborieux aux equations canoniques du 
systeme c’est a dire aux equations qui regissent 
l’holution des composantes du systeme dans la base 
propre : 

y + &xi(t) = i l&#gt) 
p=1 

+ i $&47(t)+ $i(Wq(Mvt) do (13 
p=o s ” 

I&, et I& sont les valeurs de $,(M) sur les faces 
exterieure et intbrieure de la paroi p (#F. pour l’air). 

11 est commode de &parer l’effet de chaque 
sollicitation (temperature d’air exterieur, flux solaire, 
flux de chauffage), car on peut appliquer le principe de 
superposition. 

Nous noterons chacune des sollicitations qui 
conditionnent l’tvolution du systeme sous la forme 
jj(t) = sj(t)Yj. 

Sj.ttant la sollicitation unitaire associee. A cette 
solhcrtation unitaire correspond un regime permanent 
que nous notons y(M). 

Les relations (15) s’ecriront alors : 

h(t) 
dt + &q(t) = i Bijsj(t) 

j=l 
(16) 

B, peut se calculer a partir du terme de droite de la 
relation (15). On obtient une autre expression de B 
grace aux regimes permanents 

en notant que dx,/dt = 0 quand la seule sollicitation 
est Yj(t) = Yj. 

La resolution du systeme d’tquations differentielles 
lineaires du premier ordre (16) permet de trouver les 
composantes xi(t). La solution du probleme general est 
reconstituee a partir de l’tquation (14) ou : 

6(M, t) = i sj(t)bj(M) 

j=l 

avec 

6j(M) = 5:-(W- f <r/;.t Il/i>tii(W 
i=l 

4.3. Expression matricielle du probkme d’tkolution 
thermique 

Dans la pratique, le thermicien ne s’interessera qu’a 
un nombre limit& r de mesures Y, qui sont des 
temperatures ou des fux. Toutes ces mesures 
s’obtiendront a partir des composantes xi(t) 

Ydt) = f Ckixi(t)+ i Dtjsj(t) 

i=l j=l 
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CH reprbente la mesure consider&z pour la fonction 
propre i; D, represente la partie non decomposable 
provenant de la sollicitation i. L’evolution thermique 
de la cellule sera alors entierement definie par la double 
equation matricielle : 

X+AX = BS (17.1) 

Y = CX+DS (17.2) 

X et X sont de dimension infinie, B matrice (cc x q), A 
matrice carree diagonale de dimension infinie Aii = li, 
S vecteur des q sollicitations, C matrice (r x co), D 
matrice (r x q). 

La matrice D des parties non decomposables 
s’obtient a partir des regimes permanents par la 
relation : 

D = V-CA-‘B 

F& &ant la valeur de la kieme mesure pour le jieme 
regime permanent. Le quadruplet de matrices 
(A, B, C, D) caracterise completement le probltme. 
Nous l’appelons estimateur. I1 est ici d’ordre infini, car 
nous avons retenu tous les termes de la base propre. 

4.4. Obtention des modes propres par discrttisation 
spatiale 

Le spectre des fonctions propres et des valeurs 
propres peut dtre obtenu par une autre voie que la voie 
analytique [I 1,123. 11 s’agit d’effectuer une discretis- 
ation de l’espace en un certain nombre de noeuds en 
chacun desquels on tcrit les equations d’echange 
tnergetique. Le champ continu des temperatures est 
alors approxime par un vecteur temperature note T. 

L’bquation de la chaleur jointe aux conditions aux 
limites s’ecrit : 

Kg=LT+HS 

od K est une matrice diagonale like aux capacitts 
calorifiques, L est une matrice carree symetrique 
representant les &changes thermiques, H est une 
matrice rectangulaire like aux types de conditions aux 
limites, S est le vecteur des sollicitations. 

On constate que la matrice K-IL a des vecteurs 
propres qui sont des approximations des fonctions 
propres analytiques. Les vecteurs propres discrets ont 
la meme propritte d’orthogonalitt que les fonctions 
propres. Dans la base des vecteurs propres du systeme, 
on retrouve la formulation correspondant aux 
equations (17). 

Ce procede a l’avantage de permettre de traiter des 
problemes multidimensionnels tels que les ponts 
thermiques. 

4.5. RCduction de Pestimateur 
Dans la pratique du bltiment. on observe une 

decroissance globale tres rapide de l’importance des 
fonctions propres ou des vecteurs propres selon leur 
rang. Les transferts thermiques peuvent 6tre simulbs 
avec une tris bonne precision en ne conservant qu’un 

nombre limit& des fonctions propres. On deduit a cet 
effet un estimateur approche d’ordre m (A,,,, B,, C,, D,) 
de l’estimateur initial. Pour satisfaire au critere de 
conservation de l’energie, l’estimateur rtduit doit 
permettre d’obtenir le profil exact des regimes 
permanents quand les sollicitations sont constantes; ce 
qui impose la relation : 

D, = V - C,A, ‘B,. (1% 

4.6. Simulation 
La solution de Equation differentielle (17.1) 

s’obtient par la methode de variation de la constante : 

X(t) = e-*’ [XO+jIe*‘BS(r)dr] (20) 

dans laquelle chaque composante xi de X s’icrit : 

xi(t) = e-r/ri (X~i+~~er’ri[$l Bijsj(r))dr). 

Quand les sollicitations sj(t) ont une forme simple 
(echelon, triangle, sinuso’ide . . .) on obtient une solution 
analytique exacte. Ceci permet notamment de 
retrouver l’expression analytique des facteurs de 
pond&ration. 

Dans les autres cas, on procede a une discretisation 
du temps. C’est le cas notamment quand on utilise des 
fichiers de don&es mtteorologiques. Nous supposons 
alors que les sollicitations sont connues a des intervalles 
de temps At connus et qu’elles varient lineairement 
entre deux valeurs successives. 

Lint&ration de (17.1) fournit alors la relation : 

X(t+At) = e-AA’X(t)+aA-lBS(t)+/?A-‘BS(t+At) 

(21) 

oi a et /I sont des matrices diagonales calculees une fois 
pour toutes avant la simulation et dont les termes sont : 

aii=~[l-(l+ei)e-“] 
I 

(22) 

bii = l [ei+e-Ei-l] 
At 

avec ei = -. 
I zi 

Nous avons fait volontairement apparaitre le terme 
A- ‘BS qui represente les composantes du regime 
permanent glissant (le regime permanent qui serait 
obtenu si les sollicitations itaient maintenues 
constantes a partir de l’instant considere). 

Les relations precedentes appellent un certain 
nombre de remarques : 
-Les composantes de X(t) s’amortissent d’autant plus 

que l’ordre de la fonction propre consider&e est tleve. 
11 s’agit dun probltme de refroidissement. 

-Quand At/ri est trts grand aii N l/ci et pii est voisin de 
1. Les composantes a partir dun ordre Blevt sont 
voisines de celles du regime permanent a l’instant 
consider6 

-Quand At/zi est faible (grande constante de temps), aii 
et pii sont voisins de si/2, ce qui veut dire que les 
composantes d’ordre peu tleve peuvent se calculer a 
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partir de la moyenne des regimes permanents 
glissants aux instants t et t + At pond&s par les 
termes At/zi. 

-Dans la pratique, le nombre de fonctions propres 
retenu dtpendra de la precision demand&e, de la 
rapidite de fluctuation des sollicitations et du lieu de 
la mesure. 

5. RESULTATS 

5.1. Comparaison des temps de simulation par diffbrentes 
mkthodes 

Pour un systtme a q sollicitations et r mesures, nous 
comparons le nombre d’optrations tltmentaires 
exigees par les deux methodes de calcul classiquement 
utilisees (differences finies, facteurs de ponderation) et 
par l’analyse modale, au stade de la simulation. Nous 
noterons Nf et N* les nombres d’additions et de 
multiplications. 

Mkthode des d@&ences jinies. Le champ de tem- 
perature (discretisation a m noeuds) ii l’instant t + At 
s’obtient par la relation : 

T(t+At) = A,T(t)+A,[crS(t)+fl(t+At)] 

S(t) represente le vecteur des q sollicitations 

dim(T) = m dim(A,)=mxm 

dim (S) = q dim(A,) = m x q. 

On verifie aisement que les nombres d’opkrations 
tlementaires sont les suivants : 

N* = mq+m2+2q 

Nf = mq+m*+q-m. 

Mkthode des facteurs de pond&ration. Elle s’appuie 
sur la connaissance de q x r fonctions de transfert 
caracterisant les relations entree-sortie du systeme. 
Chacune des fonctions de transfert (riponse a un 
triangle) est elle-mCme discretisie en s valeurs 
Cchelonntes dans le temps, le reste itant caracterise par 
une fonction exponentielle dicroissante du temps. 

Pour obtenir lareponse du systeme a l’instant t, il faut 
done realiser q x r produits de convolution discretises. 

Pour chaque convolution, il faut effectuer s 
multiplications et s additions (dont une addition pour 
le reste); pour chacune des r sorties il faut additionner 
les q produits de convolution soit q - 1 additions. Au 
total, il faudra done : 

N* = rqs 

N+ = r(qs+q-1). 

Analyse modale. Le nombre d’opbrations elemen- 
taires se calcule a partir des equations (21) et (17.2) od 
I’on suppose que les calculs d’exponentielles ont CtC faits 
une fois pour toutes. L’ordre de l’estimateur est m. Le 

calcul de (21) fait intervenir : 

mq + 2m multiplications, 
en gardant les valeurs de /IA- ‘BS(t) ; 

m(q - 1) + 2m additions, 
en memoire entre deux pas de temps. 

Le calcul de (17.2) necessite : 

r(m + q) multiplications 

r(m + q - 1) additions. 

Soit au total : 

N+ = rm+mq+rq+m-r 

N* = rm+mq+rq+2m. 

Application numdrique. Nous prenons 
bltiment simple a 3 sollicitations et 

le cas dun 
4 mesures 

correspondant a une discretisation B 50 noeuds et un 
estimateur reduit d’ordre 5. Le nombre total 
doperations pour chaque pas de simulation sera de : 

105 pour l’analyse modale, 
5265 pour la methode des differences finies, 
1160 pour la methode des facteurs de ponderation. 

11 convient toutefois de remarquer que la methode 
des differences finies fournit plus d’informations que les 
deux autres puisqu’elle donne le champ complet T(t). 

5.2. Rksultats thtoriques 
A la difference des methodes cittes plus haut, 

l’analyse modale permet d’ttablir certains rbultats 
generaux. Ainsi peut-on montrer que pour une 
evolution oi Mat final est le mdme que Mat initial, les 
valeurs moyennes des mesures s’obtiennent a partir des 
valeurs moyennes des sollicitations et ne font pas 
intervenir I’inertie. 

En effet, en inttgrant l’equation (17) entre 0 et T, on 
obtient 

1 

s 

T 

X(t) - X(0) - A X(t) dt = TBS 
0 

s 

T 

T%’ = C X(t) dt + TDS 
0 

oti P et S sont les vecteurs des composantes moyennes 
de Y et S dans l’intervalle de temps [0, ‘T-J. 

L’etat initial &ant &gal a l’btat final, on en deduit : 

i! = (CA-‘B+D)S 

ou: Y = VS. 

La matrice V des regimes permanents ne fait intervenir 
que les caractbistiques statiques de systeme et pas du 
tout I’inertie. 

Une consequence importante de ce resultat est que, si 
l’on considtre la temperature interieure de la cellule 
comme une sollicitation, toutes les autres sollicitations 
&ant imposkes, la consommation bnergetique dt- 
pendra de la difference de temperature moyenne entre 
la temperature interieure et la temperature exttrieure. 
Ce qui implique, que pour des caracteristiques statiques 
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donnees (isolation), il y aurainteret ardduire en ptriode -Dimensions : 12 m x 8 m x 3 m 
de chauffage l&art entre les deux valeurs. -Paroi 1: Surface 24 rn’ ; 15 cm de beton, 5 cm 

Pour une occupation intermittente en periode froide, 
on a inter&t a avoir une inertie minimale (la temperature 
inttrieure baisse rapidement et on ne chauffe pas 
inutilement les murs). Par contre en periode d’inter- 
saison 03 le risque de surchauffe apparait dans la 
journee, l’inertie est un facteur favorable a l’iconomie 
d’tnergie (stockage de chaleur dans la journee). 

d’isolant 
-Paroi 2 : Surface 12 m2 ; vitrage de 4 mm 
-Paroi 3: Surface 276 m* (y compris plafond et 

plancher; 10 cm de beton (en contact avec d’autres 
ambiances identiques) 

D$initionde l’inertie thermique. Lemodtledtveloppe 
ici permet d’apporter une reponse a la question vague 
del’inertie thermique. L’evolutiondes composantes des 
fonctions propres fait intervenir les matrices A et B. La 
reponse en un point s’obtient grace aux matrices C et D 
(cette derniere faisant intervenir les termes correctifs 
non pris en compte par CA- ‘B). L’estimateur (A, B, C, 
D) caracttrise done pleinement l’inertie vis a vis des 
mesures qui nous interessent. En effet la notion d’inertie 
est specifique a un couple sollicitation-mesure. 
Cependant l’exemple suivant montre que la premiere 
fonction propre joue un role important vis a vis de 
l’ensemble de ces couples. 

Sollicitations et mesures. Nous avons, pour simplifier, 
retenu trois sollicitations : 
-temperature &air exterieure 
-flux de chauffage 
-flux solaire sur les parois de type 3 

La mesure retenue est la temperature de l’air a 
l’interieur du local. 

Recherche des modes propres. Les premiers modes 
propres du local ont ete recherches par les deux voies 
indiqutes plus haut (purement analytique et discrttis- 
ation spatiale). 

5.3. Exemple d’application 

La comparaison des deux familles de temps 
caracteristiques (cf. tableau I) montre la bonne 
concordance des premiers termes de chaque strie. Les 
resultats deviennent ensuite discordants du fait des 
erreurs de discretisation. 

Les mithodes d’analyse modale analytique et 
discrttiste (5.4) ont fait l’objet de programmes de calcul 
informatists. 

Nous montrons ici sur un exemple trts simple 
quelques resultats obtenus par la mtthode analytique, 
qui ont ete valid&s en effectuant une comparaison avec 
les resultats d’un autre algorithme. 

Nous avons surtout voulu montrer le caractere 
fortement convergent de la decomposition spectrale 
des reponses qui permet de reduire l’estimateur a l’aide 
dun trb petit nombre de modes propres. 

La Fig. 1 donne l’allure de quelques fonctions 
propres. L’ichelle transversale de la paroi 2 (vitrage) a 
Cti dilatee pour faciliter l’observation, T, represente la 
temperature d’air pour le thermogramme etudie. Nous 
pouvons, a partir de ces schemas, faire un certain 
nombredeconstatations :lepremiermodepropreaune 
forme voisine du regime permanent associe a un flux de 
chauffage. Nous avons observe ce phenomene sur tous 
les cas que nous avons trait& a evolution libre. 

Caractkristiques. La cellule nodtlisee de man&e 
simpliste correspond a un appartement compost: de 
trois types de parois : les parois exterieures, les vitrages 
et les murs separant le local Ctudie des voisins supposes 
identiques. Les caracteristiques de l’appartement, isole 
par I’interieur, sont les suivantes : 
-Volume d’air : 288 m3 
-Taux de renouvellement de l’air : 1 volume/heure 

Certaines fonctions propres ne font intervenir qu’une 
paroi (fonctions 2, 3, 4) d’autres concernent plusieurs 
parois (1, 7). Les thermogrammes specifiques aux 
parois s’observent beaucoup plus en regulation parfaite 
du fait du faible couplage entre parois, car la 
temperature d’air est impode. Dans l’exemple trait&, les 
grandes differences entre parois font que les modes 
propres faisant intervenir plusieurs murs ne se trouvent 
qu’a partir dun certain rang (sauf pour le premier 
mode). Ceci vient de la difference ‘d’inertie thermique’ 
entre parois. 

Tableau 1. Temps caracteristiques (en heures) 

Numkro 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Mkthode 
analytique 

Mkthode 
discrktisie 

Numiro 

Mkthode 
analytique 

Mkthode 
discrktiske 

54,9 8,96 0,693 0,227 0,190 0,130 0,095 0,091 0,055 0,051 

55,o 8,96 0,706 0,25 1 0,211 0,130 0,112 0,099 0,076 0,061 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 

0,034 0,033 0,024 0,023 0,022 0,017 0,013 0,013 0,010 

0,057 0,044 0,029 0,024 0,014 0,010 0,009 0,002 
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FIG. 1. Track des fonctions propres. 

Nous avons constate sur diffirents exemples que le 
thermogramme de rang j s’annule ou change de signe 
j- 1 fois (nous comptons comme changement de signe 
les fois ou la temperature des parois est de signe oppose 
a celle de l’air). Ce rbultat semble &tre le prolongement 
de celui &once par Sturm et Liouville dans le cas d’un 
mur [lo]. 11 a Cte utilist comme crithe de detection de 
‘trous’ tventuels dans la suite des valeurs propres 
calculkes numeriquement. 

Spectres de reponse (Fig. 2). Un excellent moyen de 
mettre en evidence l’importance relative de chaque 
mode propre pour un couple sollicitation j-mesure k et 
d’estimer le degre de precision de la decomposition 
spectrale consiste a rep&enter la contribution de 
chaque mode i a la riponse en regime permanent, c’est- 
a-dire les termes C,,Bi,/Aii (lOOo/, correspond a la 

reponse exacte Vkj du regime permanent). En abscisses 
les temps caracteristiques sont indiques sur une Cchelle 
logarithmique. En ordonnees, une echelle du type 
#cl/x) log(l+ 100(x1) permet de dilater les petites 
valeurs des contributions au regime permanent. 

On constate pour les trois sollicitations la tres grande 
importance du premier mode propre. Pour la premiere 
sollicitation (temperature exttrieure), on observe l’effet 
retardateur du deuxieme mode qui est quasiment 
inexistant dans les autres sollicitations. Les raies au 
voisinage de 0,l heure caractbisent un phenombne 
d’echauffement de l’air accompagni dun Bchauffement 
local de l’isolant de la paroi numero 1. 

Rkponse d un hchelon. La Fig. 3 permet de comparer 
la reponse en temperature d’air a un echelon 
selon les differentes sollicitations et avec. quelques 
reductions. La valeur 100°% correspond a la valeur du 
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Ftc.2. Spectresderiponseassoci&hla tem~ratured’air.Sollicitations:(a)tem~ratureext6rieure;(b)fluxsur 
l’air ; (c) flux sur les faces inttrieures des parois. 

regime permanent. Le tra& en continu correspond a la 
reponse avec 19 modes propres {solution exacte), le 
pointille long B la rtponse obtenue avec un seul mode 
propre, le pointillecourt ala riponse obtenue avecdeux 
modes propres (modes propres 1 et 9 pour la premiere 
figure, mode propre 1 et 10 pour la deuxieme). 

Pour les deux premieres solhcitations, on voit que le 
modele a 1 seul mode propre donne une erreur 
maximum voisine de 5% pour un temps inferieur 1 dix 
heures, alors que le modele a deux modes propres, 
pourvu que ceux-ci soient bien choisis, donne une allure 
de rkponse qu’on ne distingue pas de l’allureexacte. 11 en 
est de meme pour la troisieme sollicitation avec un 
mod&Ie & une constante de iemps. 

~~~o~se d une so~li~~fuf~~ ~ian3ui~~re (Fig. 4). 
Pour tester le mod&e dans des confi~ratio~ plus 
defavorables, nous avons choisi de presenter les 
resultats de simulation pour des signaux triangulaires. 
Nous avons en outre retenu la solhcitation Ia plus 
defavorable (temperature d’air exterieur). La demi 
largeur du triangle est succkssivement de 41 heure et de 
1 heure. Lescourbes representent le rapport en fonction 
du temps de la reponse cah.&e B la reponse en rbgime 
permanent. On constate tvidemment que pour des 
sohicitations rapides, la reponse est faible. La courbe en 
continue& obtenueavec 19modespropres. Lepointille 
long reprkente la simulation a partir desdeux premiers 
modes propres. Le pointille court prend en compte, en 
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FIG. 3. RBponse de la tempkrature d’air B une sollicitation Cchelon :(a) de tempkature exttrieure ;(b) de flux sur 
I’air ; (c) de flux sur les faces inttrieures des parois. 

plus, le huitikme mode propre. On constate que les deux 
premiers modes propres ne permettent pas de 
reproduire le debut de la reponse, ce qui s’explique tres 
bien du fait que les temps caracteristiques associb sont 
tres supkieurs a la duke de la sollicitation. Par contre 
la ‘trainee du phbnomene’ est assez correctement 
represent&e par ces deux modes propres, voire par un 
seul au bout dun certain temps. Ce resultat fournit une 
validation theorique a la prise en compte dune 
constante de temps pour rep&enter les derniers termes 
des facteurs de pond&ration. 

11 est intbressant de noter que le modele a trois 
constantes de temps (1, 2, 8) permet, m&me dans les 

premiers instants, d’obtenir une reponse t&s voisine de 
la reponse obtenue a partir d’un plus grand nombre de 
fonctions propres. Compte tenu des hypotheses 
spkifiques a la modelisation thermique (melange 
instantark de l’air), d’autre part de l’espacement des 
donnbes meteorologiques, il est inutile de chercher a 
simuler avec une grande precision relative la reponse a 
des sollicitations de t&s courte duke. N’oublions pas 
non plus qu’en valeur absolue, la reponse a ces 
sollicitations rapides est tres faible. 

Nous retiendrons qu’il est possible, dans l’exemple 
cite, de tres bien caractkiser le comportement du 
b&timent a l’aide de trois constantes de temps. 



122 J. WARD, P. BACOT et A. NEVEU 

(h) 

10.0 (b) 
t Modes propres retenus: 

- IA19 

. . . . . . . . . . . . . , + 2 + 8 

----- ,+2 

/. 
/ 

I I I I I 

2 4 6 8 IO 

(h) 

FIG. 4. RCponse de la temp&ature d’air B une sollicitation triangulaire de temp&ature extbrieure. Ptriode de 
month en tem@rature : (a) 0,l heure; (b) 1 heure. 
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MODAL ANALYSIS OF HEAT TRANSFER IN BUILDINGS 

Abstract- An analytic method using the integral-transform technique is extended to solve stationary, linear, 
reciprocal thermal transfer problems with heat transfer by conduction, convection and radiation. To simplify 
the analysis, the equations are established for the case of a simple cell (room) with one-dimensional conduction 
through the walls. It is shown that the solution can be achieved requiring very few parameters. Theoretical and 

practical applications are developed. 

ANALYSE DES WARMETRANSPORTES IN GEBAUDEN 

Znsammenfaasung-Zur Losung stationiirer, linearer WBrmei%ertragungsprobleme (Leitung, Konvektion, 
Strahlung) wurde em analytisches Verfahren modifiziert, welches die Integral-Transformations-Technik 
verwendet. Zur Vereinfachung der Analyse wurden die Gleichungen fiir dan Fall einer einfachen Zelle (Raum) 
mit eindimensionaler Wlrmeleitungin den Wtidenaufgestellt. Eszeigt sich,daBsichdie Liisungmit Hilfevon 
sehr wenigen Parametern darstellen Iii&. Thcoretische und praktische Anwendungen des Verfahrens werden 

entwickelt. 

AHAJIMS M0flEJll-i TEllJIOllEPEHOCA B 3flAHAIIX 

AHIIOT~I~II~-_AJI~ peureuwr crannortapnbtx nntreiinarx o6parewx sanaq rennonepenoca rennonposon- 
HoCtbH3, XoHeeXuHeii H usnyrennerw paspa6orati aHanHTHrecKHfi nornon, Hcnonb3ymqHk MeTon 
HHTWPaJIbHbIX npeo6pasoaannii. ,&ta ynpomeH5ii-i paCCMaTpHBa&OTCa ypamemn .nJn upOCTofi WielKH 
(XoMHaTa) c 0nnohtepHoii Tennonpoeomombm qepe.3 creHKH. lIoXa3aH0, ST0 mn nonylreHHn 
pelueHHa HeO6XOAHMO JMUlb He6OnbluOe ‘IHCIIO IlapaMeTfXXL h%MaTpHBZMOTCR B03MOXCHOCTH 

TeO&XTH’WKOrO H IlpaKTHWCKOrO IlpHMeHeHliK. 


